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Введение
Как известно [1], распределение на дифферен
цируемом многообразии Mp представляет собой
один из существенных разделов дифференциаль
ногеометрических структур. Одной из основных
проблем распределения линейных mмерных под
пространств (mплоскостей) Lm в nмерном одно
родном пространстве является проблема инвари
антного оснащения. В nмерном эвклидовом про
странстве En эта проблема становится тривиальной,
поскольку с каждой mплоскостью Lm ассоциирует
ся оснащающая (нормальная) (n–m)плоскость
Pn–m⊥Lm. Поэтому возникает проблема достаточно
полного привлечения геометрических свойств по
лей пар соответствующих линейных подпро
странств Lm и Pn–m в En.
Обозначения и терминология соответствуют
принятым в [1–6].
Данная статья посвящена изучению распреде
ления Δ1n–m:M→Lm mплоскостей Lm в En (m>2,
(n–m)>2), где M∈En. Каждой точке M∈En сопоста
вляются двумерные плоскости L21⊂Lm и P21⊂Lm, про
ходящие через точку A. Особое внимание уделяется
отображениям плоскостей L21 и P21.
Первый пункт посвящен аналитическому аппа
рату, который применяется во всех остальных пунк
тах при изучении распределения Δ1n,m:M→Lm. В пунк
те 2 изучаются отображения Ft:L21→P21 и F~t:P21→L21 при
каждом фиксированном направления t, которые
определяются соответствующими двумя функциями
двух аргументов. В пункте 3 рассматриваются слу
чаи, когда отображения Ft и F
~
t являются аналитиче
скими, т. е. определяющие их функции удовлетворя
ют условиям КошиРимана [4. С. 188–189]. В этом
же пункте рассматриваются случаи взаимосвязей
между числами m и n, когда поля двумерных плоско
стей L21⊂Lm и P21⊂Lm определяются инвариантным об




Все рассмотрения в данной статье носят ло
кальный характер, а функции, встречающиеся в
статье, предполагаются аналитическими.
Результаты, изложенные в пунктах 1–3 для об
щего распределения Δ1n,m в En (m>2, (n–m)>2), при
надлежат Е.Т. Ивлеву, в пункте 3.2 при n=6, n=m+4




Рассматривается nмерное эвклидово простран







формулами и структурными уравнениями
(1)
где 1формы ωik удовлетворяют соотношениям:
(2)
вытекающим из условий ортонормальности репера R:
(3)
Здесь и в дальнейшем символом x–;y– обозначает
ся скалярное произведение векторов x–,y–∈En.
В пространстве En зададим распределение
(4)
где M – текущая точка пространства En, принадле
жащая соответствующей mплоскости Lm.
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pмерная плоскость в Lp⊂En, проходящая через точ




– эвклидова пространства En. Из (5) в
силу (1) следует, что распределение (4) определяет
ся дифференциальными уравнениями:
(6)
где компоненты Aαlαi внутреннего фундаментального
геометрического объекта
(7)
первого порядка распределения Δ1n,m в смысле
Г.Ф. Лапласа [2] удовлетворяют дифференциаль
ным уравнениям:
(8)
Здесь и в дальнейшем оператор ∇ означает следующее:
(9)
Из (5) и (1) в силу (3) следует, что в каждой точ
ке A∈En определяется (n–m)плоскость
(10)
С этой (n–m)плоскостью ассоциируется ра
спределение
Из (2) и (6) получаем
(11)
Заметим с учетом (5) и (10), что в локальных ко
ординатах xi репера R линейные подпространства Lm
и Pn–m определяются уравнениями, соответственно:
(12)
1.2. Поля двумерных плоскостей L21⊂Lт и P 21⊂Pn–m, 
проходящих через соответствующие точки A∈En
На пространстве En как на дифференцируемом
многообразии зададим поля геометрических объектов
(13)
компоненты которых удовлетворяют дифферен
циальным уравнениям
(14)
Из (5) и (10) с учетом (12)–(14) следует, что в
каждой точке A∈En геометрические объекты g1 и g2
определяют ортогональные двумерные плоскости
L21⊂Lт и P 21⊂Pn–m, проходящие через точку A:
(15)
Здесь соответствующие линейно независимые
векторы ε–α1 и ε–α2 определяются по формулам:
(16)
Замечание 1.1. Из (15) в силу (13), (10), (5) и (3)
замечаем, что в каждой точке A∈En определяются
перпендикулярные линейные подпространства
L2m–2⊂Lm(L21⊥L2m–2) и P 2n–m–2⊂Pn–m(P 21⊥P 2n–m–2), проходя






2. Отображения плоскостей L21 и P 21
2.1. Поля некоторых геометрических объектов
С помощью компонент геометрических объек
тов (7) и (13) точке A∈En поставим в соответствие
следующие величины:
(20)




причем явный вид величин, стоящих при ω j, для
нас несущественный.
Из (20), (21), (8) и (7) замечаем, что на многооб
разии En определены поля следующих геометриче
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В следующем пункте будут изучаться отображе
ния плоскостей L21 и P 21, которые ассоциируются с
полями геометрических объектов (22).
2.2. Отображения Ft:L21→P21 и F~t:L21→P21
Рассматривается кривая k(t), проходящая через
точку A∈En, определяемая параметрическими диф
ференциальными уравнениями:
(23)
где величины t i при фиксированных главных пара
метрах, т. е. при ω i=0, удовлетворяют условиям:
Здесь πij=ωij|ω j=0, δ – символ дифференцирования
по вторичным параметрам [2], [3], причемθ01=θ1|ω j=0
Из (1) в силу (23) замечаем, что прямая
(24)
с направляющим вектором t
–
, проходящая через
точку A, является касательной к кривой k(t) в точке
A. В дальнейшем в соответствии с (23) и (24) будем
считать, что смещение по кривой k(t) равносильно
смещению в направлении t.
Точке A∈En сопоставим точки X∈L21⊂Lm и
Y∈P 21⊂Pn–m с радиусвекторами:
(25)
Из (23)–(25) с учетом (1), (15), (16) и (12) полу
чаем:
(26)
Здесь символом (...) обозначаются несуще
ственные величины.
Из (26) с учетом (20), (5), (10), (12), (15)–(19) за
мечаем, что в каждой точке A∈En определены сле
дующие отображения:
(27)
отвечающие направлению (24). Геометрически
каждое из отображений (27) характеризуется следу
ющим образом:
(28)
Здесь символом T(Z)t обозначается касательная
к линии (Z)t, описываемой точкой Z вдоль кривой
(23) или вдоль направления (24). Заметим, что в (28)
предполагается, что точки X∈L21⊂Lm и Y∈P 21⊂Pn–m не
являются фокусами линейных подпространств Lm и
Pn–m вдоль кривой k(t) в смысле [5].
3. Аналитические отображения плоскостей 
L2
1⊂Lт и P 21⊂Pn–m
3.1. Отображения  Fta и F
~
ta
Пусть каждой точке A∈En отвечает отображение:
(29)
где функции ψ α2(x1;x 2) непрерывно дифференциру
емы по крайней мере дважды на плоскости L21.
Определение 3.1. Отображение ψ :L21→P21 называет
ся аналитическим и обозначается ψa, т. е. ψ→ψa, если
определяющие его функции (29) удовлетворяют усло
виям КошиРимана [4. С. 188–189] на плоскости L21:
(30)




–)t i каждое отображение
(27) определяется двумя соответствующими функ
циями двух аргументов. Поэтому в соответствии с
определением 3.1 из (30) и (27) получаем, что
(31)
(t i – фиксировано).
Имеют место следующие теоремы.
Теорема 3.1. Отображение Ft:L21→P21 отвечающее
точке A∈En, будет отображением Fta при каждом
фиксированном t∈En тогда и только тогда, когда
отображение F~t:L21→P21 будет отображением F~ta.
Доказательство этой теоремы вытекает с уче
том (31), (11), (19) и (20) из того, что
(32)
Теорема 3.2. Каждой паре двумерных плоско
стей L21⊂Lm и P 21⊂Pn–m в точке A∈En в общем случае,
т. е. в случае, когда ранг матрицы
(33)
в точке A равен 2, отвечает (n–2)плоскость
проходящая через точку A.
Доказательство этой теоремы вытекает из (31) с
учетом теоремы 3.1 и соотношений (32).
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Замечание 3.1. С учетом (31) и (32) и теоремы 3.1
(n–2)плоскость (33) фактически определяется в
локальных координатах ортонормального репера R
уравнениями:
(34)
3.2. Существование двумерных плоскостей L21⊂Lт
и P 21⊂Pn–m в общем случае при определенных 
значениях m и n, когда Ft→Fta⇔F~t→F~ta
Имеют место следующие теоремы.
Теорема 3.3. Каждой точке A∈En в общем случае
отвечает при n<7 – бесчисленное и при n=7 – ко
нечное число соответствующих пар плоскостей
L21⊂Lm и P 21⊂Pn–m таких, что
(35)
при всех направлениях t, принадлежащих некото
рой гиперплоскости Гn–1.
Доказательство. Из (15) следует, что в каждой
точке A∈En плоскости L21⊂Lm и P 21⊂Pn–m определяют
ся компонентами геометрических объектов (13),
число которых равно, соответственно:
(36)
Из (34) следует, что плоскости L21 и P 21, будут
такими, о которых идет речь в теореме 3.3, тогда и
только тогда, когда ранг матрицы (33) будет равен










удовлетворяют n–1 алгебраическим уравнениям (37)
в каждой точке A∈En. Поэтому утверждение 1, о ко
тором идет речь в настоящей теореме, справедливо.
Докажем справедливость утверждения 2.
Рассмотрим якобиеву матрицу системы (37):
(38)
Подсчитаем ранг матрицы (38) при gα1
αl1=0, gα2
αl2=0.
Из (38) и (37) в силу (19) и (20) замечаем, что матри
ца (38) имеет определитель (минор) шестого порядка
(39)
Здесь индексы принимают значения:
причем величины Pb~b определяются по формулам:
(40)
Из (40) следует, что определитель (39) в общем
случае в точке A∈E7 не равен нулю. Это означает,
что ранг матрицы (38) в общем случае равен 6. По
этому система (37) состоит из 6 алгебраических





Теорема 3.4. Каждой заданной в точке A плоско
сти L21∈Lm при n=6 отвечает одна плоскость P 21 та
кая, что имеет место (35) при ∀t∈L21.
Доказательство. Возможны три случая при n=6.
1. m=2, n=6.
В этом случае в соответствии с (5), (10), (13) и
(15) имеем
Поэтому соотношение (35), ∀t∈L21 будет с уче
том (34) выполняться тогда и только тогда, когда
величины gα2
αl2=–gαl2
α2, число которых равно 4, удовле
творяют следующей системе 4 линейных в общем
случае неоднородных уравнений:
(41)
Можно показать, что основной определитель
четвертого порядка системы (41) в точке A не равен
нулю тождественно. Поэтому система (41) в общем
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Будем считать в точке A∈E6 плоскость L21 задан
ной. Проведем в соответствии с (42) такую канони
зацию репера R, при которой
(43)
что в силу (14) приводит к дифференциальным ура
внениям
Это означает, что указанная фиксация репера R
существует в соответствии с [6].




–), (xα1=0,xαl=0) имеет место тогда и только
тогда, когда две величины g6α2=–g 6α 2 удовлетворяют
следующим двум в общем случае линейным нео
днородным уравнениям:
(44)
Основной определитель второго порядка этой
системы, как легко видеть, не равен тождественно
нулю в точке A. Поэтому система (44) имеет един
ственное решение относительно g64 и g65.
3. m=4, n=6.
В этом случае
При этом плоскость P 21 считается заданной, а
плоскость L21 – определяемой. Следовательно, слу
чай 3 формально такой же, как и случай 1.
Теорема 3.4 доказана.
Теорема 3.5. Каждой точке A∈En при n=m+4
{при m=4} в общем случае отвечает конечное число
соответствующих плоскостей L21⊂Lm {P 21⊂Pn–m} та
ких, что имеет место (35) при ∀t∈Lm {∀t∈Pn–m}.
Доказательство. Из (34) с учетом (36), (5), (10),
(12) и (15) следует, что (35) имеет место при






следующим в общем случае нелинейным алгебраи
ческим уравнениям:
(45)
Здесь величины Gα iα
l определяются по формулам
(20).
Из (34) и (36) заключаем, что каждая система
(45) содержит одинаковое число m1+m2=2(n–4) не
известных gαl1
α1 и gαl2
α2 и уравнений в следующих соот
ветствующих случаях:
Рассматривается якобиева матрица системы (45)
(46)





α2=0, убеждаемся в том, что ма




Поскольку в случае 1) {2)} минор порядка 2m
{2(n–m)} в общем случае в точке A не равен нулю
тождественно, то ранг матрицы (46) в соответ
ствующем случае равен 2m {2(n–m)}. Это означает,
что система (46) в каждом случае состоит из алге
браически независимых уравнений, а потому допу





Замечание 3.2. Объединение случаев n=m+4 и
m=4 теоремы 3.5 приводит к случаю m=4; n=8, т. е.
к распределению Δ18,4 в E8.
l l l l l l l l






3 4 3 4 2 2 1 1
2, 2, 1, 1, 3, , 3, ,
3 4 3 4 1 1 2 2




; 1, íîìåðà ïåðâûõ  ñòðîê;
1, íîìåðà ñëåäó
m m m m m n m m n m
m m m m m n m n mm
A A A A A A A A
A A A A A A A A
A A m n n m
m n
α α α α α α α α
β β β β β β ββ
γ γ
γ β γ β α
β
+ + + + + − + −
+ + + + + − −+
⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
= − = + − −
= + −
.
þùèõ  ñòðîên m
⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
3 4 3 4 2 2 1 1
2 2 1 1 3 3
3 4 3 4 1 1 2 2




1, íîìåðà ïåðâûõ  ñòðîê;
.
1, íîìåðà ñëåäóþùèõ  ñòðîê
m m m m m m m m
m m
m m m m m m m m
m m
A A A A A A A A
A A A A A A A A
m m
m m
α α α α α α α α
β β β β β β β β
α
β
+ + + + + + + +
+ + + + + + + +
⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎝ ⎠
l l l l1 2 1 2
1 2 1 2
; ; ; .ñ ñ ñ ñ
g g g gα α α αα α α α
ϕ ϕ ψ ψ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
l( 0) 4 è 1, ,
( 0) 4 è 1, .
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n m
t L t n m c m
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⎧ ≡ − =⎪⎨ ≡ + =⎪⎩
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